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clasa a X-a

1. Fie > 0 un numar real pozitiv, a, b, ¢ € C numere complexe distincte cu proprietatea ca |a| = |b] = |¢| =T,
iar «, 8,7 € R numere reale oarecare cu proprietatea ca o + 5+ v = 1. Aratati ca

laa + Bb+ve| = r <= aBla —b* + avyla —c|* + By[b—c|* = 0.

Barem de corectare:

start 1p
scrie echivalent |aa + 8b + vyc| = r <= (aa + Bb+ ve)(aa + Bb + 7¢) = r? 2
= (@ + B2 ++2)r2 + > aB(ab+ ab) = r? 2
< Y aB(2r? —ab—ab) =0 3p
— > afla—b2=0 2p
total 10p

2. Fie € o radacina primitiva de ordinul 2014 a unitatii, iar u,v € C numerele complexe date de

u=14 2+ 324 ... 4+ 20142013,
v =124 2%+ 322 4+ ... 4+ 201422013,

a) Aratati ca u,v # 0.
b) Stabiliti valorile minime gi maxime pe care le pot avea modulele numerelor u, respectiv v.

Barem de corectare:

start 1p
n+1 n

aratd cd 1+ 2z +3z% + ... +nz" 1 = %

si obtine ca u = ioflf #0 2p
aratd ca 12 4+ 222 + 3222 + ... 4 n22" ! = "("4‘1)3””“(fﬂ—l)(—n(IHs-B)z”(m—l)—s-:r:”—l

c g 2014-2015-(s—1)—2-2014 o
si obtine ca v = G2 3p
deoarece € € C\ R, rezultd ca 2015(e — 1) —2# 0,51 v #0 1p
. _ _ 1007 _ 1007 oo _ 1007

obtine |u| = foin 2 CU maz|u| = ;mﬁ si minful = Tou 2p
obtine |v] = 22014 ‘ (e—% - %) - (20415)2‘ si determina maz|v| i min |v| 1p
total 10p

3. Fie f : R — R o functie care verifica relatia
w4y <3f(2) +3f(y) < (@ +y)3" , (Vz,y €R.

a) Aratati ca functia f este unica si determinati aceasta functie.
b) Determinati min(f(N)) si maz(f(N)).



¢) Aratati cd maz(f(R)) = max(f([0,2]).

Barem de corectare:

start 1p
pentru z =y = 0 obtine 0 < f(0) + f(0) <0, deci f(0) =0 1p
pentru y = —z obtine ca 37 f(z) + 377 f(—x) =0 (1) 1p
pentru y = 0 obtine inegalitatea f(z) > z-37%, (V)z € R 1p
folosind (1) pentru —z obtine inegalitatea f(z) < z-37%, (V)z € R

si deduce ca f(z) =z-37%,(V)z € R 1p
arata ca f(n) > f(n+1) > 0= f(0),(V)n € N* 1p
deci min(f(N)) = f(0) = 0 si maz(f(N)) = f(1) = 3 1p
observa ca f(x) <0, (V)z < 0= f(0), deci maz(f(R)) = maz(f([0,00))) 1p
aratd ca f(z) > f(z+1),(V)z > 1 si deduce ca

pentru orice x > 3 existd xg € [3,3) cu f(zo) > f() 1p
de unde maz(/([0,50)) = maz( ([0, 2))) = maz(f([0,2))) Ip
total 10p

4. Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei
377 = 2014 — 28(1-%)°

Barem de corectare:

start 1p
considerd functiile f,g: R — R, f(z) = 3", g(z) = 2014 — 28(1-2)° 1p
si aratd cd f este strict descrescatoare pe (—oo, 0] si strict crescatoare pe [0, 00) 1p
iar g este strict crescatoare pe (—oo, 1] si strict descrescatoare pe [1,00) 1p
observa ca f(z) € [1,3], (V)x € [0, 1] si g(x) € [1986,2013], (V)z € [0,1] 1p
astfel ca ecuatia f(x) = g(x) nu are solutii in [0, 1] 1p
resp. are cel mult cite o solutie in fiecare din intervalele (—oo, 0], resp. [1,00) 1p
deoarece f(—1) =3 > 0> 2014 — 28* = g(—1) si f(0) =1 < 1986 = ¢(0)

exista o solutie x; € (—1,0) 1p
deoarece f(1) =3 < 2013 = g(1) si f(2) = 32" > 1986 = ¢(2)

exista o solutie z2 € (1,2) 1p
obtine ca ecuatia are exact doua solutii 1p
total 10p

Succes!



