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1. Fie r > 0 un numǎr real pozitiv, a, b, c ∈ C numere complexe distincte cu proprietatea cǎ |a| = |b| = |c| = r,
iar α, β, γ ∈ R numere reale oarecare cu proprietatea cǎ α+ β + γ = 1. Arǎtaţi cǎ

|αa+ βb+ γc| = r ⇐⇒ αβ|a− b|2 + αγ|a− c|2 + βγ|b− c|2 = 0 .

Barem de corectare:

start 1p

scrie echivalent |αa+ βb+ γc| = r ⇐⇒ (αa+ βb+ γc)(αa+ βb+ γc) = r2 2p

⇐⇒ (α2 + β2 + γ2)r2 +
∑
αβ(ab+ ab) = r2 2p

⇐⇒
∑
αβ(2r2 − ab− ab) = 0 3p

⇐⇒
∑
αβ|a− b|2 = 0 2p

total 10p

2. Fie ε o rǎdǎcinǎ primitivǎ de ordinul 2014 a unitǎţii, iar u, v ∈ C numerele complexe date de

u = 1 + 2ε+ 3ε2 + . . .+ 2014ε2013,
v = 12 + 22ε+ 32ε2 + . . .+ 20142ε2013.

a) Arǎtaţi cǎ u, v 6= 0.
b) Stabiliţi valorile minime şi maxime pe care le pot avea modulele numerelor u, respectiv v.

Barem de corectare:

start 1p

aratǎ cǎ 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1 = nxn+1−(n+1)xn+1
(x−1)2

şi obţine cǎ u = 2014
ε−1 6= 0 2p

aratǎ cǎ 12 + 22x+ 32x2 + . . .+ n2xn−1 = n(n+1)xn+1(x−1)−n(n+3)xn(x−1)+xn−1
(x−1)3

şi obţine cǎ v = 2014·2015·(ε−1)−2·2014
(ε−1)2 3p

deoarece ε ∈ C \ R, rezultǎ cǎ 2015(ε− 1)− 2 6= 0, şi v 6= 0 1p
obţine |u| = 1007

|sin kπ
2014

, cu max|u| = 1007
sin π

2014
şi min|u| = 1007

sin 1005π
2014

2p

obţine |v| = 2 · 2014

∣∣∣∣( 1
ε−1 −

2015
4

)2
−
(
2015
4

)2∣∣∣∣ şi determinǎ max|v| şi min |v| 1p

total 10p

3. Fie f : R −→ R o funcţie care verificǎ relaţia

x+ y ≤ 3xf(x) + 3yf(y) ≤ (x+ y)3x+y , (∀)x, y ∈ R.

a) Arǎtaţi cǎ funcţia f este unicǎ şi determinaţi aceastǎ funcţie.
b) Determinaţi min(f(N)) şi max(f(N)).



c) Arǎtaţi cǎ max(f(R)) = max(f([0, 2]).

Barem de corectare:

start 1p
pentru x = y = 0 obţine 0 ≤ f(0) + f(0) ≤ 0, deci f(0) = 0 1p
pentru y = −x obţine cǎ 3xf(x) + 3−xf(−x) = 0 (1) 1p
pentru y = 0 obţine inegalitatea f(x) ≥ x · 3−x, (∀)x ∈ R 1p
folosind (1) pentru −x obţine inegalitatea f(x) ≤ x · 3−x, (∀)x ∈ R
şi deduce cǎ f(x) = x · 3−x, (∀)x ∈ R 1p
aratǎ cǎ f(n) > f(n+ 1) > 0 = f(0), (∀)n ∈ N∗ 1p
deci min(f(N)) = f(0) = 0 şi max(f(N)) = f(1) = 1

3 1p
observǎ cǎ f(x) < 0, (∀)x < 0 = f(0), deci max(f(R)) = max(f([0,∞))) 1p
aratǎ cǎ f(x) ≥ f(x+ 1), (∀)x ≥ 1

2 şi deduce cǎ
pentru orice x ≥ 3

2 existǎ x0 ∈
[
1
2 ,

3
2

)
cu f(x0) ≥ f(x) 1p

de unde max(f([0,∞))) = max(f([0, 32 ))) = max(f([0, 2))) 1p
total 10p

4. Determinaţi numǎrul soluţiilor reale ale ecuaţiei

3x
22

= 2014− 28(1−x)
2

.

Barem de corectare:

start 1p

considerǎ funcţiile f, g : R −→ R, f(x) = 3x
22

, g(x) = 2014− 28(1−x)
2

1p
şi aratǎ cǎ f este strict descrescǎtoare pe (−∞, 0] şi strict crescǎtoare pe [0,∞) 1p
iar g este strict crescǎtoare pe (−∞, 1] şi strict descrescǎtoare pe [1,∞) 1p
observǎ cǎ f(x) ∈ [1, 3], (∀)x ∈ [0, 1] şi g(x) ∈ [1986, 2013], (∀)x ∈ [0, 1] 1p
astfel cǎ ecuaţia f(x) = g(x) nu are soluţii ı̂n [0, 1] 1p
resp. are cel mult câte o soluţie ı̂n fiecare din intervalele (−∞, 0], resp. [1,∞) 1p
deoarece f(−1) = 3 > 0 > 2014− 284 = g(−1) şi f(0) = 1 < 1986 = g(0)
existǎ o soluţie x1 ∈ (−1, 0) 1p

deoarece f(1) = 3 < 2013 = g(1) şi f(2) = 32
22

> 1986 = g(2)
existǎ o soluţie x2 ∈ (1, 2) 1p
obţine cǎ ecuaţia are exact douǎ soluţii 1p
total 10p

Succes!


